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Szacowanie sktadki w ubezpieczeniu od ryzyka
niesamodzielnos$ci

Kalkulacja sktadki w ubezpieczeniach jest bardzo waznym zagadnieniem zwiqzanym z matematykq aktua-
rialnq, jak réwniez z samq dziatalno$ciq ubezpieczeniowq. Celem pracy jest oszacowanie rocznej skfadki netto
w ubezpieczeniu od ryzyka niesamodzielnosci. W artykule opisana zostata metoda Reeda i Merrell do wyzna-
czenia prawdopodobienstwa przej$¢ w rozwazanym modelu ubezpieczenia. Kolejnym krokiem byto obliczenie
prawdopodobienstw przejs¢ dla trzystanowego modelu z wykorzystaniem danych empirycznych z badania
PolSenior. Nastepnie dokonano przyktadowych kalkulacji rocznych skfadek netto w powyzszym ubezpieczeniu.

Stowa kluczowe: ubezpieczenie od ryzyka niesamodzielnos$ci, podstawowe czynnosci zycia codzien-
nego (ADL), metoda Reeda i Merrell, prawdopodobierfistwo przej$¢ miedzy stanami.

Wprowadzenie

W coraz szybszym tempie ro$nie liczba os6b w podesztym wieku. Wzrasta odsetek oséb powyzej
65. roku zycia. Obserwujemy réwniez tzw. podwojne starzenie sie ludnosci. Wydtuza sie przecietne
dalsze trwanie zycia, w konsekwencji wzrasta liczba 0os6b w wieku 80 i wiecej lat majgcych trud-
no$ci w wykonywaniu czynnosci zycia codziennego (ADL, Activity of Daily Living). Konsekwencjg
tych zmian jesti bedzie coraz wieksze zapotrzebowanie na opieke dtugoterminowa dla oséb w po-
desztym wieku. W Polsce najwiekszg role w opiece nad osobg niesamodzielng odgrywa rodzina,
aw niewielkim stopniu instytucje publiczne. W zwigzku ze spadkiem dzietno$cii zmiang struktu-
ry rodziny jej rola w opiece nad osoba niesamodzielna bedzie stopniowo male¢. Zatem niezbedne
staje sie szukanie alternatywnych rozwigzan, np. w postaci spéjnego i kompleksowego systemu
opieki nad osobami niesamodzielnymi, ale réwniez nalezy zastanowic si¢ nad rozwazeniem do-
browolnego ubezpieczenia od ryzyka niesamodzielnosci.

Celem pracy jest przedstawienie metody Reeda i Merrell do wyznaczania prawdopodobiefstwa
przej$¢ w modelu ubezpieczenia od ryzyka niesamodzielnosci. Nastepnie wyznaczenie tych praw-
dopodobienstw dla trzystanowego modelu z wykorzystaniem danych empirycznych z projektu
PolSenior. Kolejnym krokiem jest oszacowanie rocznej sktadki netto w rozwazanym ubezpieczeniu.
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1. Charakterystyka metody Reeda i Merrell

Metoda Reeda i Merrell to jedna z podstawowych metod obliczania skréconych tablic wymie-
ralnosci. Zostata ona zaproponowana przez amerykanskich demograféw: Lowella J. Reeda oraz
Margaret Merrell w 1939 roku. Autorzy zaobserwowali wysokie skorelowanie migdzy centralnym
wspotczynnikiem zgondw wedtug wieku i prawdopodobienstwem zgonu w przedziale wiekuxax +n
oraz wykazali, ze ,q, da sie wyrazi¢ w zaleznosciod ‘m, . Jesli przedstawimy wspétczynnik zgonu
wedtug wieku oraz prawdopodobienstwo zgonu jako funkcje liczby dozywajacych / *:

I'ld)( /X_IX-H'I
oo (1)

an: X x+n [2]

oraz zatozymy, Ze réwnanie dla/ jest znane, to mozemy sprecyzowac funkcje okreslajacq zalez-
no$¢ miedzy dwiema wielkoSciami.

Zatézmy, ze | _jest funkcjq liniowq w przedziale wieku od x do x + n. Stad otrzymamy naste-
pujaca relacje?:

2n,m,

WGy = (3)

2+n.m,

Jeslinatomiast zatozymy, ze | jest funkcja wyktadnicza w danym przedziale wieku, to zalezno$¢
miedzy prawdopodobiefistwem zgonu a centralnym wspdétczynnikiem zgonu wyraza réwnanie®:

nqx :1_exp(_nnmx)' [4]
Funkcje (3] i (4) majg podobny przebieg. Jednak Reed i Merrell zaobserwowali pewne ich nie-
dopasowanie do danych empirycznych dla wyzszych przedziatéw wieku i zaproponowali funkcje,
ktora lepiej pasuje do zaobserwowanej zaleznosci w catym zakresie wieku*:
gdzie a jest statg dobierang arbitralnie.

Zauwazyli réwniez, ze dla wartosci statej a = 0,008 otrzymujemy akceptowalne wyniki dla kaz-
dego wieku powyzej dzieciecego®. Zatem otrzymujemy?®:

1. A Balicki, Analiza przezycia i tablice wymieralnoci, Polskie Wydawnictwo Ekonomiczne, Warszawa 2006, s. 221.
2. Ibidem,s.221.
3. lbidem,s. 221.
4. H.S.Shryock, J.S. Siegeliin., The Methods and Materials of Demography, U.S. Bureau of the Census, Washington

1980, s. 443.
5. A Balicki,Analiza..., op.cit.,s. 222.
6. Ibidem,s. 443.
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nqx=1—exp(—n><nmx—0,008n3><nm§). (6)
Jeslin=5, mamy:
quzl_exp(_Smx[5+5mx])' [?]

Stosujac formute Reeda i Merrell prawdopodobienstwo oblicza sie do wieku 85 lat. Dla grup
w wieku 85—89 oraz 90—94 przyjmuje sie nastepujace zaleznosci’:

90 = 15Mgss (8)
sMgs = 15/Mgs _E(SmQD_SmSO)’ (9)

Liczbe dozywajacych oraz liczbe zgondw w przedziale wieku x a x + n obliczamy, korzystajac
ze standardowych wzoréw:

L =(1=,9, )1, (10)
oraz

d:

n7x Ix _lx+n'

(11)

Wyznaczenie dalszych funkcji wymaga zastosowania specjalnych wzoréw. Wielkos¢ T, — czyli
taczny fundusz dalszego trwania zycia dla okreséw 5-letnich, oblicza sie ze wzoru®:

T, =—0,20833/,  +2,5/, +0,20833/,.+5) I, .., (12)

a=1

natomiast dla 10-letnich tablic trwania zycia ,T_przyjmuje postac®:
T,=4,16667/,_,+0,83333/,,,+10> ] ... (13)
=1

taczny fundusz dalszego trwania zycia stuzy do okreslenia przecietnego dalszego trwania
zycia osob é , ktore osiggnety wiek x lat. Zatem:

X

.
6, = (14)

J. Beekman, Active life expectancies and their actuarial uses, Actuarial Research Clearing Houses, 1988, s. 21.
H.S. Shryock, J.S. Siegel i in., The Methods ..., op. cit., s. 443.
Ibidem, s. 443.
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2. Model ubezpieczenia od ryzyka niesamodzielnosci

Rozpatrzmy trzystanowy model i oznaczmy:
1 — ubezpieczony jest zdrowy i samodzielny,
2 — ubezpieczony umart,

3 — ubezpieczony jest niesamodzielny.

Rysunek 1. Trzystanowy model ubezpieczenia od ryzyka niesamodzielnosci

@ \—@:/@

Zrédto: opracowanie na podstawie: S. Haberman, E. Pitacco, Actuarial models for disability insurance, Chapman
& Hall/CRC, New York 1999.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia®:
.G, — prawdopodobienstwo zgonu lub utraty petnej zdolnosci wykonywania codziennych czyn-
no$ci w przedziale wieku [x, x +n],
.q° — prawdopodobienstwo zgonu w przedziale wieku [x, x +n],
.q." — prawdopodobierstwo utraty petnej zdolnoéci wykonywania czynnosci zycia codziennego
w przedziale wieku [x, x +n].
Stad zachodzi relacja:

nqii.:nqx_nq:' [15]
Niech:
I, — liczba os6b dozywajacych i w petnej zdolnosci wykonywania codziennych czynnosci w wie-
ku x lat,

,d, —liczba 0sdb, ktére utracity petng zdolno$¢ wykonywania czynnosci zycia codziennego lub
zmarty w przedziale wieku [x, x +n]:

d=1-I

n=x X x+n?

(16)

,L, — Srednia liczba dozywajacych i w petnej zdolnosci wykonywania codziennych czynnosci
w przedziale wieku [x, x +n]:

b=+ ) (17)

10. J. Beekman, Active..., op. cit.
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Wedtug metody Reeda i Merrell prawdopodobiefstwo zgonu lub utraty petnej zdolnosci wyko-
nywania codziennych czynnosci w przedziale wieku [x, x + 5] wynosi:

qu :1_exp(_5mx[5+ Smx])’ [18]

gdzie ;m, - oznacza centralny wspétczynnik zgonu lub utraty petnej zdolno$ci wykonywania co-
dziennych czynnoséci w przedziale wieku [x, x + 5].

Stad prawdopodobienstwo zachowania petnej zdolnosci wykonywania codziennych czynno-
$ci przyjmuja postact:

5P, =1=4q,, (19)

10Px = 5Py X s Pys: (20)

5cPx = sPx X sPyis X s10Pruo » Al k =3,4,5 (21)
9. =59, — 55 (22)

3. Szacowanie rocznej sktadki netto w ubezpieczeniu od ryzyka
niesamodzielnos$ci

3.1. Analiza danych z badania PolSenior

Do oceny stanu funkcjonalnego zastosowano skale Katza — jest to skala stosowana do oceny ADL —
podstawowych czynnosci zycia codziennego (mycie, jedzenie, poruszanie sie, kontrolowanie po-
trzeb fizjologicznych, samodzielno$¢ korzystania z toalety). Do obliczers wyodrebniono dwie grupy:
e samodzielni (65 pkt};

e niesamodzielni (40 pkt).

Tabela 1. Ocena podstawowych czynnosci zycia codziennego wedtug skali Katza (ADL) ogétem w %

Grupa wiekowa samodzielni niesamodzielni
Ogotem 65 i wiecej 93,1 6,9
65-69 lat 99,9 0,1
70-74 lata 98,9 1,0
75-79 lat 97,2 2,8
80-84 lata 94,1 59
85-89 lat 88,3 11,7
90 lat 79,1 20,9

Zrédto: opracowanie na podstawie badania PolSenior®.

11.  J.Beekman, An alternative premium calculation method for certain long-term care coverages, Actuarial Re-
search Clearing Houses, 1990, s. 187.

12. Projekt PolSenior, Aspekty medyczne, psychologiczne, socjologiczne i ekonomiczne starzenia sie ludnosci
Polski, red. Mossakowska M., Wiecek A., Btedowski P, Poznan 2012.
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Rysunek 2. Odsetek os6b niesamodzielnych ogétem wedtug wieku
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Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania PolSenior.
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Tabela 2. Ocena podstawowych czynnosci zycia codziennego wedtug skali Katza (ADL) w grupie kobiet w %

Grupa wiekowa samodzielnie niesamodzielnie
Ogotem 65 i wiecej 92,3 00
65-69 lat 100 -
7074 lata 99,5 0,5
?5-79 lat 98,5 1,5
80-84 lata 93,4 6,6
85-89 lat 86,5 13,3
90 lat 4,4 25,6

Zrédto: opracowanie na podstawie badania PolSenior.

Tabela 3. Ocena podstawowych czynnosci zycia codziennego wedtug skali Katza (ADL) w grupie mezczyzn w %

Grupa wiekowa samodzielni niesamodzielni
Ogotem b5 i wiecej 93,9 6,1
65-69 lat 99,7 0,3
70-74 lata 98,3 1,7
?5—79 lat 96,1 3,9
80-84 lata 94,7 5,3
85-89 lat 89,7 10,3
90 lat 84,0 16,0
Zrédto: opracowanie na podstawie badania PolSenior.
Rysunek 3. Odsetek os6b niesamodzielnych wedtug wieku i pici
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Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych z projektu PolSenior.
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Odsetek os6b niesamodzielnych ogétem rést wraz z wiekiem — od 0,1 proc. w grupie 65—69 lat
do 20,9 proc. w najstarszej grupie wiekowej. Podobng tendencje odnotowano w grupie kobiet i mezczyzn,
przy czym pogorszenie stanu byto bardziej nasilone wéréd kobiet niz mezczyzn, co ilustruje rysunek 3.

3.2. Prawdopodobienstwa przejs¢

Wyznaczajqc prawdopodobiefistwa przej$¢ miedzy stanami, wykorzystano dane z badania PolSe-
nior® oraz dane dotyczace prawdopodobieristwa zgonu wedtug skrdconych tablic trwania zycia
dla kobiet i mezczyzn w 2012. Wyniki przedstawiono w tabelach od 4 do 7.

Tabela 4. Prawdopodobiefistwo zgonu lub utraty petnej zdolno$ci wykonywania codziennych czynnosci

Przedziat wieku [x, x+ 5]
65-69 0,19
70-74 0,28
’5-79 0,31
80-84 0,49
85-89 0,82
90 1,0

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 5. Prawdopodobienstwo zgonu w przedziale wieku [x, x+ 5]

Przedziat wieku [x, x+ 5]
65-69 0,09
70-74 0,16
’5-79 0,18
80-84 0,27
85-89 0,46
90 1,00

Zrédto: opracowanie whasne.

Korzystajac ze wzoru

Li

sqx =59k _sqz'

otrzymujemy prawdopodobienstwa utraty petnej zdolnosci wykonywania codziennych czynnosci
wedtug skali Katza. Wyniki przedstawione zostaty w tabeli 6.

Tabela 6. Prawdopodobienstwo utraty petnej zdolnosci wykonywania codziennych czynnosci

Przedziat wieku [x, x+ 5]
65-69 0,10
’0-74 0,12
7’5-79 0,13
80-84 0,13
85-89 0,16
90 0,00

Zrédto: opracowanie wiasne.

13. Ibidem, s. 85.
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Natomiast obliczajac prawdopodobienstwa zachowania petnej zdolnosci wykonywania codzien-
nych czynnosci zycia codziennego — ADL, korzystamy z nastepujacych formut:

SPX :1_5qx’
10px :5px><5px+5’
sk Py = s Py X s Pyss X sicin Praans dla k= 3,4

Wyznaczone prawdopodobienstwa zostaty umieszczone w tabeli 7, dlak =1, 2, 3, 4.

Tabela 7. Prawdopodobienstwo zachowania petnej zdolnosci wykonywania codziennych czynnosci ., p,

k\x 65 70 ?5 80
1 0,81 0,72 0,69 0,51
2 0,58 0,50 0,33 0,14
3 0,40 0,25 0,10 0,00
4 0,19 0,07 0,00 0,00

Zrédto: opracowanie whasne.

3.3. Szacowanie rocznej skfadki netto w ubezpieczeniu od ryzyka
niesamodzielno$ci — przykfady

Rozwazmy ubezpieczenie od ryzyka niesamodzielnosci dla osoby w wieku x lat, z ktérego otrzy-
mamy miesieczng rente od momentu przejScia ze stanu zdrowy i samodzielny do stanu niesa-
modzielny oraz dodatkowe jednorazowe Swiadczenie ptatne na koniec roku, w ktérym nastapita
$mierc, jezeli ubezpieczony zmart w ciggu roku w wiek [x+t, x+t+1]. Niech

Z[ (40 4ar) (24)

t=0
gdzie:
,‘q'x"" — prawdopodobienstwo utraty petnej zdolnosci wykonywania czynnosci zycia codziennego
w przedziale wieku [x+t, x+t+1],
r\OIj — prawdopodobienistwo zgonu w przedziale wieku [x+t, x+t+1].
Wéwczas wartos¢ obecna przyszitych sktadek i $wiadczen wyraza sie wzorem:

12~
Z va'*'i «Px qx+r X+t+1 Txiert + Zle q qZEXH’ [24]

t=0 t=0 t=0

zatem sktadka netto ma postac:

Xt
p— z _0 rpqu+r X+t+L a“’“'l—i_z r\qx X+t [25]

X
Zt-DV Px

W zwigzku z ograniczonym dostepem do danych statystycznych rozwazane ponizej przykta-
dy dotyczq oszacowania sktadki netto dla ubezpieczenia od ryzyka niesamodzielnoéci dla 0s6b
powyzej 65. roku zycia. Maksymalny okres ubezpieczenia to 30 lat.
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Przyktad 1. Rozwazmy ubezpieczenie od ryzyka niesamodzielnosci dla osoby 65-letniej.
Przyjmijmy miesigczng rente w wysokosci 800 zt otrzymywang w momencie utraty petnej zdol-
nosci wykonywania codziennych czynnosci, dodatkowe jednorazowe $wiadczenie ptatne na ko-
niec roku, w ktdrym nastapita Smier¢ ubezpieczonego, w kwocie 20 000 zt, oraz stope procentowg
réwna i = 0,05.

Uwzgledniajgac wyznaczone prawdopodobierstwa w tabelach 4—7 oraz dokonujac interpolacji
liniowej g, otrzymujemy:

29
L 2)
D V™ PesGhe, Goseis =1,05625,

t=0

29
D V' pes =6,23317,

t=0
29
t+1 d
D v qe, =0,51472.
t=0
Wdwczas roczna sktadka netto dla osoby 65-letniej wynosi:

~9600x1,05625+20000x0,51472
6,23317

=3278,33zh

65

Tabela 8. Warto$¢ rocznej sktadki netto dla réznych warto$ci miesiecznych rent w ubezpieczeniu
od ryzyka niesamodzielnoéci dla 65-letniej osoby z przyktadu 1

Miesieczna renta Roczna skfadka netto
500 zt 2614,14 z¢
1000 z+ 3576,74 zt
1200 zt 3961,77 z+

Zrédto: opracowanie wiasne.

Przyktad 2. Rozwazmy ubezpieczenie od ryzyka niesamodzielnosci dla osoby 70-letniej, ktéra
bedzie otrzymywata miesieczng kwote w wysokosci 1000 zt, oraz przyjmijmy stope procentowgq

rowng i = 0,05. Zatem
24

Zv’” Prolons dhona =1,02375,

t=0
24
V' py =61453,
t=0
wowczas sktadka netto wynosi:

~12000x1,02375
514532

=2387,611zt.

70

Analizujac powyzsze przyktady, mozna zauwazyc, iz oszacowane roczne sktadki netto sa re-
latywnie wysokie w stosunku np. do przecietnej emerytury potencjalnego ubezpieczonego wypta-
canej przez ZUS, ktéra w marcu 2013 r. wynosita 1907,99 zt, dla populacji mezczyzn — 2329,89 zt,
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zas dla populacji kobiet — 1620,80 zt. Zatem nalezy sie zastanowi¢ nad rozpatrzeniem innego
typu ubezpieczenia, np. dodatkowego ubezpieczenia dotaczonego do ubezpieczenia na zycie, jak
réwniez skonstruowaniem ubezpieczenia od ryzyka niesamodzielnoSci, oferowanego osobom
w mtodym wieku.

Podsumowanie

Proces starzenia sie oraz prognozy demograficzne ludnosci Polski jednoznacznie wskazujg na wzrost
0s6b w podesztym wieku w populacji, przy jednoczesnym ogélnym spadku liczby ludnos$ci. Wy-
dtuza sie oczekiwane dalsze trwanie zycia, ale rdwnoczes$nie wzrasta liczba oséb niesprawnych
w podesztym wieku, majacych trudnosci w wykonywaniu czynnosci zycia codziennego. Zmienia
sie struktura i forma rodziny: maleje liczba dzieci, cze$ciej rodziny sq niepetne. Zmiany w struk-
turze demograficznej oznaczajq, ze rodzina w mniejszym niz dawniej stopniu jest w stanie zor-
ganizowac opieke nad osobg niesamodzielna.

Ryzyko niesamodzielnosci jest wieksze i powszechniejsze, zwtaszcza w p6Znym wieku. Jak
sobie z tym poradzi¢ nie obcigzajac rodziny i bliskich? Zasadne staje sie rozwazenie dobrowol-
nego ubezpieczenia od ryzyka niesamodzielnosci, ktére w jakiej$ czesci pokryje potrzeby oséb
starszych w zakresie opieki dtugoterminowej. Konstrukcja ubezpieczenia od ryzyka niesamo-
dzielnosci z wykorzystaniem metody Reeda i Merrell do szacowania prawdopodobienstw przej$¢
miedzy stanami oraz budowa trzystanowego modelu aktuarialnego jest wstepem do dalszej pracy
i konstrukcji bardziej ztozonych modeli.
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Net premium calculation in a stand-alone policy

The calculation of net premium is the main actuarial problem in insurance business. The aim of the ar-
ticle is to present net annual premium calculation in a stand-alone policy. This paper shows a model
for stand-alone policy in long term care insurance. We consider the Reed-Merrell method to calcula-
tion transition probabilities between three states: active, disabled and dead and we use PolSenior’s
research. The research results enable performing the example calculations of net annual premium
in a stand-alone policy.

Key words: stand-alone policy, Activity of Daily Living, The Reed-Merrell method, transition probabilities.
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