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Możliwości programu R w szacowaniu rezerwy IBNR

ALICJA WOLNy-DOMINIAK

Możliwości programu R w szacowaniu rezerwy IBNR1

W zakładach ubezpieczeń majątkowych istotną pozycję w funduszu ubezpieczeniowym zajmuje rezer-
wa z tytułu zaistniałych szkód niezgłoszonych do dnia tworzenia rezerwy (ozn. IBNR). W literaturze 
przedmiotu zaproponowano wiele metod szacowania rezerwy IBNR, w których wykorzystano różnorod-
ne techniki modelowania statystycznego, analizy danych czy data mining. Przegląd metod kalkulacji 
rozpatrywanej rezerwy jest szeroko eksploatowany w literaturze.2 Celem niniejszego artykułu jest za-
poznanie czytelnika z możliwościami wykorzystania pakietu {ChainLadder} programu komputerowe-
go R3 w analizie rozwoju szkodowości oraz szacowaniu rezerwy IBNR.

Słowa kluczowe: rezerwa IBNR, Chain Ladder, GLM, bootstrap, program R.

Wprowadzenie

Program R jest darmowym programem statystycznym dedykowanym pierwotnie szerokiej grupie 
naukowców mogących implementować różnorodne algorytmy obliczeniowe w otwartym środowi-
sku informatycznym. Z czasem jednak zyskał popularność również w zastosowaniach komercyj-
nych, np. w dziedzinie finansów. Od dwóch lat intensywnie rozwijany jest pakiet służący do ana-
lizy rozwoju szkodowości oraz szacowania rezerwy IBNR o nazwie {ChainLadder}. W pakiecie 

1. Praca częściowo finansowana przez grant Narodowego Centrum Nauki (nr NN 111461540).
2. Por. w pracach: M.V. Wüthrich, M. Merz, Stochastic Claims Reserving Methods in Non-Life Insurance, John 

Willey & Sons, England, 2008; W. Bijak, M. Pawlak, M. Smętek, Analiza rezerw w oparciu o trójkąty szkód – 
badanie wstępne dla polskiego rynku ubezpieczeń, Prace Naukowe Akademii Ekonomicznej Imienia Oskara 
Langego we Wrocławiu 990, 2003, s. 432–441; S. Wieteska, Rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe zakładów 
ubezpieczeń. Teoria i praktyka, Branta Oficyna Wydawnicza, 2004; A. Wolny, Podejście Aktuarialne do kalku-
lacji rezerwy szkodowej, Statystyczne zaawansowane metody kalkulacji rezerwy szkodowej, [w:] Metody 
kalkulacji ryzyka rezerw szkodowych w ubezpieczeniach majątkowo-osobowych, Wydawnictwo Akademii 
Ekonomicznej w Katowicach, 2005; A. Pobłocka, Wybrane metody kalkulacji rezerwy IBNR, Prace Naukowe 
Akademii Ekonomicznej we Wrocławiu 1197, 2008, s. 368–376.

3. R Core Team, R: A language and environment for statistical computing, R Foundation for Statistical Computing, 
Austria 2012. 
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 zaimplementowano metody szacowania IBNR, które można podzielić następująco: metoda chain 
ladder wraz z modyfikacjami4, metoda GLM – stosuje uogólniony model liniowy do szacowania 
wartości wypłaconych odszkodowań5. Dane wejściowe wprowadzane są w postaci trójkąta szkód 
w formie skumulowanej lub nieskumulowanej. Pakiet pozwala na ciekawą wizualizację danych 
zawartych w trójkącie szkód, jak również wykresy przydatne w analizie wyników estymacji oraz 
dopasowania modelu do danych.

W pierwszej części pracy zawarto teoretyczne aspekty szacowania IBNR wraz z opisem od-
powiednich funkcji w programie R.6 W drugiej części skupiono się na opisie technicznej strony 
stosowania pakietu {ChainLadder} oraz przedstawiono przykładowe ekrany programu R zawie-
rające uzyskane wyniki.

2. Metody szacowania IBNR w pakiecie {chainLadder} – aspekty teoretyczne

Szacując rezerwę IBNR, wykorzystuje się dane zawarte w trójkącie szkód, w którym wyróżnia się 
następujące elementy:
•	 n – liczba okresów uwzględnianych w analizie,
•	 numer	wiersza	i, i=1,…,n – okres wystąpienia szkody zwany dalej okresem wypadkowym,
•	 numer	kolumny	j, j=1,…,n – okres opóźnienia w wypłacie odszkodowania,
•	 Xi,j – wartości odszkodowań dla szkód, które zaszły w okresie i, wypłaconych z opóźnieniem j,
•	 Ci,j – skumulowana wartość odszkodowań dla szkód, które zaszły w okresie i, wypłaconych 

 z opóźnieniem j: , ,
0

j
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C X
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Zazwyczaj wyznacza się rezerwę IBNR w oparciu o dwa rodzaje trójkąta szkód: zawierającego 
wartości wypłaconych odszkodowań (PLT – Paid Losses Triangle) oraz zawierającego wartości 
wypłaconych i niewypłaconych zaszłych szkód (ILT – Incurred Losses Triangle).

Przechodząc do opisu statystycznego, w trójkącie szkód zawarte są obserwacje dla n zmiennych 
losowych X0,…, Xn–1

 będących wartościami odszkodowań wypłaconych z opóźnieniem j=1,…,n7. 
Analogicznie można interpretować skumulowane wartości odszkodowań C0,…,Cn–1

.
Pierwszą metodą dostępną w pakiecie {ChainLadder} jest ta bazująca na idei klasycznej me-

tody chain ladder (CL). Istotą metody CL jest oszacowanie tzw. współczynnika LDF oznaczanego 
dalej jako fj, j=1,…,n–1, który interpretuje się jako zmianę wartości wypłacanych odszkodowań 
w danym okresie opóźnienia w stosunku do wcześniejszego okresu opóźnienia. Zakładając zależ-

4. Por. W pracach: T. Mack, Distribution-free calculation of the standard error of chain ladder reserve estimates, 
„Astin Bulletin”, 23/2. 1993, s. 213–225; T. Mack, The standard error of chain ladder reserve estimates: Re-
cursive calculation and inclusion of a tail factor, „Astin Bulletin” 29/2, 1999, s. 361–366; G. Quarg, T. Mack, 
Blätter der Deutschen Gesellschaft für Versicherungs- und Finanzmathematik, 26/4 2004, s. 597—630.

5. Por. w pracach: S. Christofides, Regression models based on log-incremental payments, „Claims Reserving Ma-
nual” 2/1990, Institute of Actuaries, London; A.E. Renshaw, P. Verrall, A stochastic model underlying the chain 
ladder technique, „British Actuarial Journal”, 4/1998, s. 903–923.

6. P. Biecek, Przewodnik po pakiecie R, Wydawnictwo GIS, 2008.
7. Standardowo zmienną losową oznacza się wielkimi literami, a jej realizacje małymi literami. Jednak w przy-

padku opisu metod szacowania IBNR w literaturze przedmiotu stosuje się jedynie wielkie litery.
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ność liniową pomiędzy skumulowanymi wartościami trójkąta w kolejnych okresach opóźnienia, 
do szacowania LDF można zastosować modele liniowe.

Załóżmy, że zależność regresyjna pomiędzy skumulowanymi wartościami wypłaconych od-
szkodowań w kolejnych okresach opóźnień opisuje funkcja regresji liniowej:

1j j jC f C ξ+ = + , j=1,…,n–1.

Przy spełnionych założeniach metody najmniejszych kwadratów, nieobciążonym estymatorem 
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2 jest wariancją resztową. W praktyce ubezpieczeniowej częstym przypadkiem jest wy-
stępowanie heteroskedastyczności składnika losowego8. Możliwe rozwiązanie takiej sytuacji 
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metody najmniejszych kwadratów. Wtedy nieobciążonym parametrem czynnika LDF jest 
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W przypadku gdy wagi oraz parametr α przyjmowane są jako 1, ważona metoda najmniejszych 
kwadratów sprowadza się do metody klasycznej.

Funkcja pakietu {ChainLadder}, w której zaimplementowana jest powyższa metoda estymacji 
nosi nazwę MackChainLadder(). Główne argumenty funkcji to:
•	 Triangle	–	skumulowany	trójkąt	szkód,
•	 weights	–	wagi,	domyślnie	przyjmowana	jest	wartość	1,
•	 alpha	–	parametr	α, domyślnie przyjmowana jest wartość 1,
•	 est.sigma	–	metoda	wyznaczania	wariancji	resztowej.

Główne wartości zwracane to:
•	 FullTriangle	–	pełny	trójkąt	szkód	z	oszacowanymi	wartościami	poniżej	przekątnej,
•	 Models	–	model	liniowy	dla	każdego	okresu	opóźnienia,
•	 f	–	czynnik	LDF,
•	 f.se	–	odchylenie	standardowe	dla	estymatora	czynnika	LDF.

W powyższej metodzie rezerwa IBNR szacowana jest dla trójkąta PLT lub trójkąta ILT. W praktyce 
okazuje się często, iż wysokość wypłaty nie pokrywa się z faktyczną wartością szkody. W metodzie 
zwanej MunichChainLadder (ozn. MCL) nowatorstwem jest uwzględnienie powstałej różnicy poprzez 
założenie o istnieniu zależności (mierzonej korelacją) pomiędzy dwoma trójkątami. Wprowadza-
ny jest, poza LDF, wskaźnik Qj, będący stosunkiem wypłaconych odszkodowań  do zaistniałych

8. D.M. Murphy, Unbiased Loss Development Factors, Proceedings of the Casualty Actuarial Society Casualty 
Actuarial Society – Arlington, Virginia 1994, LXXXI s. 154–222.
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szkód, dla których nie nastąpiła wypłata odszkodowania: i
i

i

P
Q

I
= . Analiza w czasie pozwala 

na prognozowanie tego wskaźnika, który następnie wykorzystywany jest do korekty rezerwy IBNR.
W celu oszacowania rezerwy IBNR metodą MCL, w pakiecie {ChainLadder} zaimplementowano 

funkcję MunichChainLadder(). Funkcja ta posiada następujące argumenty:
•	 Paid	–	skumulowany	trójkąt	PLT,
•	 Incurred	–	skumulowany	trójkąt	ILT,

Główne wartości zwracane przez funkcję to:
•	 MCLPaid	–	prognozowane	wartości	w	trójkącie	PLT,
•	 MCLIncurred–	prognozowane	wartości	w	trójkącie	ILT,
•	 MackPaid	–	prognozowane	wartości	w	trójkącie	PLT	metodą	CL,
•	 MackIncurred	–	prognozowane	wartości	w	trójkącie	ILP	metodą	CL,
•	 q.f	–	wskaźnik	Q.

W metodzie CL oraz jej rozszerzeniu MCL nie przyjmuje się zasadniczo żadnych założeń odnośnie 
rozkładów dla zmiennych. Kolejna metoda dostępna w pakiecie {ChainLadder} bazuje na uogól-
nionym modelu liniowym (ozn. GLM). Danymi wyjściowymi w modelu GLM są wartości z niesku-
mulowanego trójkąta szkód ,[ ]i j nxnX . Zmienną objaśnianą jest wartość wypłaconych odszkodo-
wań Xi,j, na którą wpływa okres wystąpienia szkody (αi) oraz okres opóźnienia (βj). Model GLM 
ma następującą postać9:

ln( )ij i j ijx µ α β ξ= + + + ,

gdzie składnik losowy ξ ma rozkład z podrodziny rozkładów Tweedie, zależny od parametru p  
[Tweedie, 1984]. W przypadku gdy p=1, uzyskiwany jest rozkład od-Poisson, natomiast dla p=2 – 
rozkład gamma. Istotą metody GLM jest oszacowanie wartości m, co łatwo uzyskać jeśli się korzy-
sta z techniki uogólnionych modeli liniowych10.

W pakiecie {ChainLadder} występuje funkcja glmReserve(), której głównymi argumentami są:
•	 var.power	–	parametr	p,
•	 link.power	–	definiowanie	funkcji	połączenia,
•	 mse.method	–	wskazanie	metody	wyznaczania	średniego	błędu	szacunku.

W wyniku działania funkcji glmReserve() uzyskiwane są wartości:
•	 FullTriangle	–	pełny	trójkąt	szkód	z	oszacowanymi	wartościami	poniżej	przekątnej,
•	 model	–	parametry	strukturalne	modelu	GLM.

Poza tym, jako że w funkcji glmReserve() wykorzystuje się wbudowaną funkcję glm(), do-
stępne są również wszystkie zmienne wynikowe generowane przez glm().

Kolejna metoda szacowania IBNR, którą można znaleźć w pakiecie {ChainLadder}, wykorzy-
stuje technikę symulacyjną bootstrap (ozn. BCL). Metoda BCL korzysta z dwuetapowej procedu-
ry obliczeniowej.11 W pierwszym etapie szacowana jest rezerwa IBNR metodą CL i wyznaczane 
są reszty modelu. Następnie z uzyskanego ciągu reszt następuje losowanie ze zwracaniem i sy-

9. A.E. Renshaw, P. Verrall, A stochastic, op. cit.
10. P. McCullagh, J.A. Nelder, Generalized Linear Models, 2nd ed., Chapman and Hall, 1989.
11. P. England, R. Verrall, Analytic and bootstrap estimates of prediction errors in claim reserving, „Insurance: 

Mathematics and Economics” 25/1999, s. 281–293.
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mulowany jest ciąg trójkątów szkód, dla których szacowane są rezerwy IBNR. Ostateczna wartość 
IBNR przyjmowana jest jako średnia wartość tych rezerw. Uzyskany ciąg rezerw służy do okre-
ślenia rozkładu rezerwy.

Metoda BCL zaimplementowana jest w funkcji BootChainLadder() wraz z argumentami:
•	 Triangle	–	trójkąt	szkód,
•	 R	–	liczba	powtórzeń	w	losowaniu.

W wyniku otrzymywane są wartości:
•	 simClaims	–	ciąg	trójkątów	szkód,
•	 IBNR.Total	–	ciąg	rezerw.

3.  Analiza rezerwy IBNR w pakiecie {chainLadder} – aspekty obliczeniowe

Do przedstawienia możliwości obliczeniowych w szacowaniu rezerwy IBNR wykorzystano dane 
zaczerpnięte z literatury przedmiotu12. Trójkąty szkód PLT oraz ILT o nazwie MCLpaid oraz MCLin-
curred przedstawia Rysunek 1.

Rysunek 1. trójkąty szkód stosowane w obliczeniach

Źródło: ekran programu R.

W pierwszym etapie przykładu wyznaczono współczynniki LDF i wykonano prezentację graficzną, 
co przedstawiają Wykres 1, Tabela 1 oraz Wykres 2. Do obliczenia LDF wykorzystano funkcję ata().

12. y. Zhang, A general multivariate chain ladder model, „Insurance: Mathematics and Economics” 46/2010, 
s. 588–599.
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Wykres 1. Zmiana wartości trójkątów szkód PLt oraz ILt w okresach opóźnienia

Źródło: ekran programu R.

Rysunek 2. Wartości współczynników LDF dla trójkątów szkód PLt oraz ILt

Źródło: ekran programu R.

Dodatkowe wartości wynikowe dla funkcji ata() to: smpl – średnia wartość LDF dla okresu 
opóźnienia, vwtd – średnia ważona wartość LDF dla okresu opóźnienia.

Wykres 2. Współczynniki LDF dla trójkątów szkód PLt oraz ILt

Źródło: ekran programu R.
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Następnie oszacowano rezerwę IBNR metodą CL dla danych zawartych w trójkącie PLT. 
W pierwszym przypadku założono, iż parametr s szacowany jest z pomocą modelu logaryt-
miczno-normalnego. W drugim przypadku założono estymator Macka dla parametru s. Jak 
widać na Rysunku 4, poziom rezerwy IBNR nie zmienił się, jednak zdecydowanie zwiększył 
się poziom współczynnika wariancji CV w każdym roku wypadkowym. Błąd modelu Mack S.E. 
wzrósł natomiast nieznacznie.

Rysunek 3. Wyniki dla metody cL – model log-normal

Źródło: ekran programu R.

Rysunek 4. Wyniki dla metody cL – model Mack

Źródło: ekran programu R.

Dodatkowym wygodnym narzędziem służącym do analizy dopasowania modelu do danych 
jest funkcja plot() pozwalająca na graficzną analizę reszt.
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Rysunek 5. Wykresy generowane dla metody cL

Źródło: ekran programu R.

W dalszej części przykładu wykonano szacowanie IBNR z zastosowaniem metody MCL. W tym 
celu korzystano z danych zawartych w trójkącie PLT oraz ILT. Wyniki przedstawia poniższy rysunek.

Rysunek 6. Wyniki dla metody McL

Źródło: ekran programu R.

Za pomocą funkcji plot() można porównać metody CL oraz MCL, jak również wykonać analizę 
reszt modelu.
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Rysunek 7. Wykres generowany dla metody McL

Źródło: ekran programu R.

Kolejną stosowaną metodą była metoda GLM. Wyniki dla funkcji glmReserve() dla trójkąta PLT 
przedstawia Rysunek 8.

Rysunek 8. Wyniki dla metody GLM

Źródło: ekran programu R.

Poza głównymi informacjami o wielkości rezerwy IBNR i błędach szacunku, w prosty sposób 
można uzyskać informacje dotyczące wyników działania standardowej funkcji glm().
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Rysunek 9. Wyniki dla metody GLM – parametry strukturalne modelu

Źródło: ekran programu R.

Ten wydruk podaje szczegółowe wartości parametrów strukturalnych modelu GLM dla okresu 
opóźnienia. Ponadto podawany jest średni błąd szacunku dla każdego parametru oraz wyznaczana 
jest wartość p-value. Widać zatem, które z parametrów są istotne w modelu, a które nie. Algorytm 
uzyskał zbieżność w czterech krokach.

W ostatnim etapie przykładu zastosowano metodę BCL. Wyniki generowane na ekranie to śred-
nia rezerwa IBNR uzyskana jako średnia z wygenerowanego ciągu 99 rezerw.

Rysunek 10. Wyniki dla metody BcL

Źródło: ekran programu R.
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Dodatkowo po zastosowaniu funkcji plot()widać między innymi histogram oraz dystrybuantę 
dla rezerwy IBNR.

Rysunek 11. Wykres generowany dla metody BcL

Źródło: ekran programu R.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono jedynie fragment możliwości pakietu {ChainLadder}. Projekt związa-
ny z rozwojem tego oprogramowania jest kontynuowany. Zasadniczo nie jest on konkurencyjny 
w stosunku do komercyjnego oprogramowania stosowanego w zakładach ubezpieczeń, mimo 
iż posiada podobną funkcjonalność. To jednak doskonałe uzupełnienie w analizach, gdyż dodawa-
ne są nowe metody szacowania IBNR będące efektem najnowszym prac badawczych naukowców. 
Przykładem jest analiza zależności pomiędzy trójkątami szkód, dla różnych grup ubezpieczenio-
wych uwzględniana w metodzie nazwanej wielowymiarową metodą CL.
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Possibilities of R software in estimating the IBNR reserve

The reserve for incurred but not reported losses (IBNR) is an important item in the  insurance fund 
of non-life insurance companies. The literature devoted to this topic abounds in methods in which the 
IBNR reserve can be estimated, in which various techniques of statistical modelling, data analysis 
and data mining are used. The review of methods used to calculate the reserve in question is widely 
discussed in the literature. The aim of this article is to make the reader acquainted with the possibili-
ties of using {ChainLadder} package of R software in analysis of loss ratio development and estima-
tion of the IBNR reserve. 
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